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Here, approximate, but accurate expressions  for calculation of wavefunctions and  tunneling  rates are 
obtained using the method of uniform asymptotic expansion [1‐3]. 
 
Suppose that a classically  forbidden potential barrier exists across ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ, where the wavenumber 
݇ሺݔሻ is pure imaginary, or ݇ଶሺݔሻ ൑ 0 with Imሼ݇ሺݔሻሽ ൐ 0. If the governing equation is given as 
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then an approximate forward (left‐to‐right) tunneling rate from the region ݔ ൑ ܽ to ݔ ൒ ܾ may be found 
using the approximate solutions of the Schrödinger’s equation based on Airy’s functions of the first and 
second kind. The un‐normalized forward‐propagating Schrödinger’s wavefunction ߰ାሺݔሻ is  
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Here, ܣ݅ሺ·ሻ is the Airy’s function of the first kind. This solution tends to decay for ݔ ൒ ܽ, but blows up to 
infinity while approaching ݔ ൌ ܾ. To resolve  the problem, we select a mid‐point ܿ such as ܽ ൏ ܿ ൏ ܾ, 
and for the region ݔ ൑ ܾ write down 
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Here, ܤ݅ሺ·ሻ is the Airy’s function of the second kind. This solution similarly tends to decay for ݔ ൑ ܾ, but 
blows up to infinity while approaching ݔ ൌ ܽ. 
 
Now, for the particular choice of  
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we can write down 
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in which 
 
߰ାሺܽሻ ൌ lim௫՜௔
1
ඥ݇ሺݔሻ
ඥܵାሺݔሻ
ల ܣ݅ ቈ൅ටܵା
ଶሺݔሻ
య
቉ ൌ
1
√9య Γ൫ଶଷ൯ඥߙା
ల
 
߰ିሺܾሻ ൌ lim௫՜௕
1
ඥ݇ሺݔሻ
ඥܵିሺݔሻ
ల ܤ݅ ቈ൅ටܵି
ଶሺݔሻ
య
቉ ൌ
1
√3ల Γ൫ଶଷ൯√ߙି
ల
 
߰ାሺܿሻ ൌ
1
ඥ݇ሺܿሻ
√ܵల ܣ݅ ቀܵ
మ
యቁ 
߰ିሺܿሻ ൌ
1
ඥ݇ሺܿሻ
√ܵల ܤ݅ ቀܵ
మ
యቁ 
 
where we have made use of the facts [4] that 
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This helps us to simplify the tunneling rate as 
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It  is  here  furthermore  possible  to  simplify  the  tunneling  rates  using  the  appropriate  asymptotic 
expansions of Airy functions as 
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Noting the fact that Imሼ݇ሺݔሻሽ ൐ 0 within the classically forbidden region ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ, this results in the 
forward tunneling rate given as 
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This equation may be considered  to be sufficient  for most practical purposes. Comparing  to  the usual 
expression obtained from WKB expansions, we have 
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It is also noteworthy to mention that the approximate solution for the classically allowed region where 
݇ଶሺݔሻ ൑ 0 is simply given by 
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so that a uniform solution can be written down as 
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with sgnሺ·ሻ being the Sign function. Therefore, a general approximate solution to the wave equation is  
 
߰ሺݔሻ ൌ ܿା߰ାሺݔሻ ൅ ܿି߰ିሺݔሻ 
߰ାሺݔሻ ൌ
1
ඥ݇ሺݔሻ
ඥܵሺݔሻల ܣ݅ ቄsgnሾെ݇ଶሺݔሻሿඥܵଶሺݔሻయ ቅ 
߰ିሺݔሻ ൌ
1
ඥ݇ሺݔሻ
ඥܵሺݔሻల ܤ݅ ቄsgnሾെ݇ଶሺݔሻሿඥܵଶሺݔሻయ ቅ 
 
where are ܿേ constants determined by boundary or initial conditions. 
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